Correction du DM n°2

Exercice 1

1. (a) Déterminons le rang de C :
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La matrice obtenue est une matrice échelonnée de rang 2 donc rg(f) = 2.

D’apres la matrice de f dans la base Bon a f(e;) =e;1 +ex+e3+eqs+e5 et f(ea) =e1 + es.

Ainsi, e5 + e3 +e4 = f(e1 —ea) donc eg + e3 + e4 € Im(f) et e + e5 = f(ea) donc e; + e5 € Im(f).

Montrons que la famille (es + e3 + e4,e1 + e5) est libre. Soient A et p deux réels tels que

A-(ea+es+eq)+p-(e1+e5)=0

Alors

p-ert+A-es+A-est+A-eq+p-e5=0

donc A\ = p = 0 car la famille (eq, e2, e3, 4, €5) est libre. Ainsi, (ex +e3+e4, €1 +e5) est une famille libre de Tm(f).
Or Im(f) est de dimension 2, ¢’est donc une base de Im(f).

(b) D’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(f)) + rg(f) = dim(R%) = 5. On en déduit que dim(Ker(f)) = 3.

Soit u = (1, T2, 3,74, T5) un vecteur de R>.

T 0
To 0
ueKer(f)<—=Cx |a3|=1]0
T4 0
Is5 0
T T T x x5 = 0 R o
{ 1t 22+ 23+ 24+ 5 d’apres les opérati
—ry—x3— T4 —x5 = 0
x = —X9 — X3 — g — Ty
{ 1 2 3 4 5
To = —IT3— T4 — Ts
{l’l = 0
<~
o9 = —X3—T4—Ts

5
< J(x1, 22, 23,34, 25) € R°, u = (0, —23 — 24 — 25,23, 74, T5)

<= u € Vect ((0,-1,1,0,0), (0, —1,0,1,0), (0, —1,0,0,1))

donc une base de Ker(f) est B’ = ((O, -1,1,0,0),(0,-1,0,1,0), (0,—1,0,0, 1))
2. f(u) = flea+es+es) = f(e2)+ fles)+ flea) =3-e1+3-eset f(v) = fler)+ fles) =er+eatestest+es+er+e5=

2-e1+ex+egtes+2-e;5.

3. flu—v)=f(u)—f(v)=e1—ea—es—es+es=v—uet flu+3v)=f(u)+3-f(v)=3-e1+3-e5+6-e1+3-e2+
3-e3+3-e4+6-e5 =9e; +3ex + 3es + ey + 9es5 = 3(u + 3v)



4. Montrons que (f1, f2, f3, f4, f5) est une famille libre. Soient A1, A2, Az, Ag, A5 des réels tels que

AMcfitre-fotAs-fa+ M- fat+ s f5 =Ops
Alors
)\1(—62 + 63) =+ /\2(—62 =+ 64) + )\3(—62 + 65) + )\4(—61 + ey +e3+e4 — 65) + )\5(361 +e2+e3+eq4 + 365) =0

donc

(3)\5 — )\4)61 + (—)\1 —d2—As3+ A+ As)ea+ (A1 + A+ As)es + (Aa+ A+ As)ea + (Mg — Mg+ 3)\5) =0

Or la famille (eq, ez, e3,eq, e5) est libre, on en déduit le systéme suivant :

35—\ = 0 35—\ = 0
M =X —A3+XN+A5 = 0 Ly+Li—Ls A —X—XA3+M+A5 = 0
AM+NM+As = 0 % AM+NM+As = 0
)\2+)\4+)\5 = 0 )\2—>\1 = 0
A3s—M 43X = 0 A3 = 0
3ds—X = 0
3\4+3xs = 0
LaclotBlatle J A\ 4 X+Xs = O
A—A1 = 0
)\3 = 0

On déduit des deux premieres lignes de ce systeme que \y = A5 = 0, puis que A\; = 0 d’apres L3 et Ao = 0 d’apres Ly,
finalement 1'unique solution est A\; = Aa = A3 = Ay = A5 = 0 donc la famille (fi, f2, f3, f1, f5) est libre. Comme R® est
de dimension 5, on en conclut que (f1, fa, f3, f1, f5) est une base de R5.

5. Ona f(f1) = f(f2) = f(fs) =0 car fi1, fo et f3 sont des vecteurs de Ker(f).
De plus, d’apres la question 2.b, f(f3) = —f3 et f(f1) = 3 fa.

On en conclut que la matrice de f dans la base B” est

000 0 O
000 0 O
D=0 0 0 0 O
000 -1 0
000 0 3

6. Soit P la matrice de passage de la base B & la base B”. Alors d’apres le cours

M;(f) = PMg: (f)P~!

donc

C=prPDpP!

7. Pour tout n € N*, ona D" = car D est une matrice diagonale.
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De plus, pour n =1 on a C = PDP~! d’apreés la question précédente et pour tout n € N*, C*t! = C™ x C donc si
C" = PD"P~ 1 alors C*"t! = PD"P~ ! x PDP~! = PD"DP~! = PD"t'P~1 donc par récurrence sur n on en déduit
que C™ = PD"P~! pour tout entier n € N*.

Finalement



000 0 0
0 00 0 0
VneN*, C"=Px|[0 0 0 0 0| xpt
00 0 (=) 0
0 00 0 3"
Execice 2
1. (a) On raisonne par récurrence sur k € N.
b0 b°
« Initialisation : Pour k=0, on a o= 1 donc on a bien P(X =0) = o (X =0).
o !
o Hérédité : Supposons que P(X = k) = EIF’(X = 0) pour un certain rang k € N.

3.

(b)

()

(a)

b bk pk+1
P(X = k) d’apres la relation de Panjer, donc P(X =k + 1) =

Alors, P(X =k +1) = ——— _ L
ors, IP( =7 E+1k  k+1

par hypothése de récurrence.

La propriété est donc héréditaire.
bk
e Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout ¥ € Non a P(X = k) = EP(X =0).
k
P(X = 0) est une constante, la série de terme général o est une série exponentielle, elle converge quelle que soit

bk
la valeur de b et S0, i e,

bk
Ainsi, Y U P(X = k) =P(X =0) 3, 7 =P =0) el

Puisque X est une variable aléatoire a valeurs dans N, on a ZZ:(’) P(X = k) = 1 donc P(X = 0)e* = 1 d’'ott
P(X =0)=e".

X suit une loi de Poisson de parameétre b donc X admet une espérance et une variance et E(X) = V(X) = b.
Pour k=1,P(X =1) = (a — 2a)P(X =0) = —aP(X =0).

Pourk;:Z,IP’(X:Q):(a—?)P(le):O.

Par récurrence immédiate, on en déduit que pour tout k > 2, P(X = k) =0

Les valeurs prises par X sont 0 et 1 d’apres la question précédente. On en déduit que X suit une loi de Bernoulli
de parametre P(X = 1).

Puisque P(X = 1) = —aP(X = 0) et que P(X =0) +P(X =1) =1, on en déduit que P(X = 0)(1 —a) = 1 donc
P(X =0) = T—a (puisque a < 0 on a nécessairement 1 — a # 0).
—a

Finalement, X suit une loi de Bernoulli de parametre 1

Si X suit une loi de Bernoulli de parameétre p, on a E[X] =p et V(X) = p(1 — p) donc pour cette question

:1—a —a

B[X] = 1__“a ot V(X)=—— x <1+1a >: (1:2)2

Soit k € [1,n]. P(Z = k) = (})p"(1 — p)»~* d’une part, et d’autre part

L L AR A Xn_k+1x<kn )pk—1<1—p>"-k+1
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(b) Reformulons I’égalité précédente :

donc on a bien P(Z = k) =

P(Z=k-1).

P n—k+1

P(Z=k)= P(Z=k-1
(2=k) = 72 x T )
P n+1
= — -1 P(Z=k-1
1px< k )X ( )
p p(n+1)>
— (= + xP(Z=k—-1
( l—p (1-pk ( )
1
donc Z vérifie une relation de Panjer avec a = fli et b= %
-D -D

(a) P(X =1) = (a + b)P(X = 0). Puisque P(X =0) >0 et P(X = 1) > 0 il faut nécessairement que a + b > 0.
(b) Soit m > 0 un entier.

m—+1 m4+1 b
I;knw(x:k): Zk(a—l—k)IP’(X:k—l)

k=1
m—+1 m—+1
=a) KP(X =k-1) +bz X=k-1)
k=1
zaZ(k’—i—l)IP(X:k’)—l—bZ]P’(X:k’) en posant k' =k — 1
k'=0 k'=0

d’ou I’égalité voulue.
(c) D’apres la question précédente :

m+1 m m

i KP(X =k)=a» (k+1)P(X =k)+b) P(X =k)
k=1 k=0 k=0

m—+1

Zk]P’(X:k:):aikIP(X: + (a+b) iIP’
k=1 k=1 k=0

(1—a)ikP(X:k:):—(m—i—l)IP’(X:m—i—l (a+0b) iﬂ”
k=1 k=0

m

S(a—l—b)Z[P’(X:k) car —-(m+1)P(X =m+1)<0eta+b>0

k=0

Or Y P(X = k) converge car X est une variable aléatoire, donc (3,—(P(X =k)), -, est majorée (par 1).
On en conclut que ((1—a) > ", kP(X = k)) ., est majorée.

Par hypothese (1 — a) > 0. Une série a termes positifs dont les sommes partiels sont majorées est convergente

donc X admet une espérance. On en conclut en particulier que mP(X = m) —— 0 car la série Y kP(X = k)
m—o0

converge.

Ainsi, en reprenant le calcul précédent a la 3e ligne et en passant & la limite on obtient

+00 e
(1—a)Yd kP(X =k)=(a+b) Y P(X=k) =a+b
k=1 k=0

a+b
1—a’

Puisque 1 — a # 0 on en conclut finalement que E[X] = ;% kP(X = k) =



(d) On suit I'indication de ’énoncé. Soit m > 0 un entier.

m—+1
> KP(X =
k=1
On en déduit
m—+1 m
S KP(X =k)=a) K
k=1 k=1

en faisant —(m + 1)?P(X = m) de chaque coté et en soustrayant a Y, k?P(X

(1-a)> KPX =k)
k=1
(2a + b) Z
Lesséries Y P(X = k) et > kP(X

la question précédente, donc ((2a + b) >y, kP(
lorsque m — +oo donc sont majorées. Ainsi, ((1—

converge car 1 —a > 0.

Ainsi, X admet un moment d’ordre 2 donc

convergente > k’P(X = k).

=—(m+1°P(X =m+1)+ (2a+b) Y kP(X =

m+1 b
— 2(qa4 2 —k—
= ;k ( +k>IP’(X k—1)
m+1 m—+1
=a) KPX=k-1)+b) kP(X=k—1)
k=1 k=1
zm: k+1)2P(X k)+bi(k+1)P(X:k)
k=0 k=0
:k)+2azm:k1P>( +aZIP’ i(kJrl) P(X = k)
k=0 k=0

m

=k)+(2a+b) > kP(X =

k=0 k=0

m

k=0

+ (a+b) i

X = k))mzo et ((a+b) > P(X

a) ZZ; k*P(X

m——+o0

Ainsi, en passant a la limite dans le calcul précédent, on obtient

(1—a) io E*P(X =
k=1

d’ou

b)zm:IP’(X:

k), on obtient

b)zm:]P(X =

k=0

car —(m + 1)*P(2

= k) convergent car X est une variable aléatoire et X admet une variance d’apres

= k))mZO
=k)),,>o est majorée, donc Y k*P(X

admettent une limite

= k)

lim (m+1)?P(X =m+ 1) = 0 car c’est le terme général de la série

+o00 too
=(2a+b)Y KP(X =k)+(a+b) > P(X =
k=0 k=0
= (2a + b) x

_(a+b)2a+b+1—a)
B l1-a

(atb)a+b+1

l1—a

( +0)(a+b+1)
(1-a)?

Zk2



(e) d’apres la formule de Koenig-Huygens :

V(X) = E[X? - E[X]? =

(a+b)a+b+1)

(1—-a)?



